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Now reprenons dans [l] la notion de semi-groupe libre. Nous avons alors 
un “quotient” d’un semi-groupe libre f par ses semi-groupes tcourtes T(j) qui 
sont aussi libres. 
En parallele avec la cohomologie des groupes finis developpee dans [3] on 
peut Ccrire une thtorie de la cohomologie des semi-groupes libres. 
Dans le cas particulier oii le r-module est Z on peut faire, que le semi- 
groupe r soit libre ou non, des calculs explicites. On obtient ainsi H”(T, Z) 
et H’(T, E) pour toutes les actions possibles de r sur Z. 
En application de la theorie generale faite on montre que E est 
cohomologiquement trivial lorsque r est libre pour l’action “speciale” de r 
sur Z, resultat qui semble malaise a obtenir-s’il est vrai-si l’on ne sait plus 
que r est libre. 
Nous utiliserons les notations de [ 1 ] pour les semi-groupes et celles de [ 31 
pour la cohomologie. 
I. QUOTIENT D'UN SEMI-GROUPE LIBRE PAR SES 
DEMI-GROUPES %COURTk? 
1.1. 
Soit r un semi-groupe libre et rcn (1 < j Q g) son j&me semi-groupe 
“Ccourt?’ nous noterons rjr (j) le groupe fini obtenu en introduisant dans 
l’ensemble 
Z/n,Z X 0.. X Z/n,-j+ 1.72 
l’addition ainsi definie: 
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Si /i = (;lg,..., &j+l) et M = (Pi,..., ,u~-~+,) appartiennent g cet ensemble. 
alors 
A + M = (Vgr..., v,-j+ ,), 
oti les vi sont dklinis par l’kgalitk (dans r) 
i 
i=g-j+ 1 
CAi + Pi> Pi = i$o vi Pi 
avec O~vi~ni- 1, pour 1 <i< g. 
1.2. 
On obtient alors aussit6t la 
PROPOSITION. Nom avons une suite exacte de monoides: 
0 -+ z-(j) --% r & r/r(j) + 0. 
Les applications I,Y et 19 sont respectivement donnies par 
V(Yj) = ng ’ ’ * nK-j+,Yj=eg-jYj pour yj dans rCi’ 
et 
e(Y) = (Ag,***, Ag-j+ 1) pour y dans r 
s’kcrivant 
y= + nipi avec 
,G 
0 < li < ni - 1 pour 1 <i < g. 
1.3. 
Pour 1 < j < j’ < g, rCi)/rcj’) est un sous-groupe de F’/r’j” et le quotient 
des deux est r/r(j). 
1.4. 
Tout r-module A devient alors un r(j)-module et 
actions respectives 
Yj *f-U) a = W(Yj) *r a 
et 
/ g 
un r/r(j)-module par les 






Alors Arc” est un r/r(j)-module par l’action 
A* r/r(j) a = y *r a, 
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ou y est un element quelconque de F’(A). La valeur trouvee est indepen- 
dante du choix de cet Clement. 
II. COHOMOLOGIE DES SEMI-GROUPES LIBRES 
II. 1. Inflation et restriction 
Nous avons que r est un semi-groupe libre, A un r-module et nous tixons 
j (1 < j < g). Dans ces conditions, 
(ty, id): (r, A) -+ (T(j), A) 
est un homomorphisme de paire. Nous delinissons l’application restriction de 
r i Ten qui, pour chaque n entier nature& va de H”(T, A) dans H”(T(j), A) et 
qul est notle: lXSr+(jj (ou plus simplement, res), en posant 
resr,r(j) = (W, id), . 
De meme si i est l’inclusion de Arci’ dans A, 
(19, i): (T/r(j), Arc”) + (T, A) 
est un homomorphisme de paire. Nous dtfinissons alors l’application 
injlation de r/To) i r, notee: inf rp + r (ou plus simplement, inf), qui 
pour n > 1 va de H”(T/T(j), Arc”) dans H”(T, A), en posant 
inf r/P + r = (0, i)* . 
11.2. 
II est immediat que nous avons entre les applications inflation et 
restriction que nous venons de difinir et Cventuellement celles deja delinies 
en cohomologie des groupes finis les relations: 
Pour 0 < j < j’ < j” < g, 
Pour O< j< j’<g 
infr,rcj,+r = infr,r(j,,,r o infr,rw+r,rw 
res r-r(j) 0 infr,,(js,,, = infrcj,,rcj9+rcj, o resr/r(j,),r(j)lr(i,) * 
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11.3. 
Les formules explicites dkfinissant inflation et restriction sont: 
Pour u appartenant 1 W(T/T’j’, Arc”) (n > 1) et y, ,..., y, dans I- 
(inf u)([y, ,..., Yn I) = ~([W,L ~~Yn)l). 
Pour u appartenant A H”(T,A) (n > 1) et yy),..., yy’ dans T(j) 
(res u)( [yij’,..., yl;“]) = u([v(y’I”),..., W(Y);“]). 
Pour u appartenant I H”(T, A ) 
@es u)([ loci)> = U([ lrh 
11.4. 
Pour n > 1 on appelle suite d’inflation-restriction en dimension n la suite 
. 
11.5. PROPOSITION. Pour tout n > 1 (et pourtout 1 < j < g) nous avons 
res 0 inf = 0. 
Ceci rksulte aussith de 8 0 w = 0 par les formules explicites donnkes. 
11.6. PROPOSITION. Pour n = l-et pour tout j tel que 1 < j Q g-la 
suite cfinjlation restriction est exacte. 
On adapte la dkmonstration faite dans le cas des groupes finis [3] grke 
aux formules donnles en 11.3. 
11.7. DEFINITION. Un T-module A est T-rkgulier s’il existe un Z-module 
A’ tel que 
A2:nA; avec A’,=A’ pour tout y dans r, 
FJ- 
l’action de r sur n,,, Ai Ctant dkfinie par 
Y’ * Ka;&-l = @;+,J,,,. 
11.8. LEMME. Soit A un r-module r-rkgulier. Alors pour tout r-module 
M 
Horn&M, A) = Horn&M, A’). 
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On peut life A = nysr Ai (avec A\ = A ’ pour tout y) 
A = Hom,(Z[r],A’) 
Mais alors 
Hom,(M, A) = Horn,@, Hom,(Z[T], A’)) 
=Hom,(Z[T] @,.M,A’)=Hom,(M,A’). 
11.9. PROPOSITION. Soit A un r-module l%gulier. Alors, H”(T, A) = 0 
pour tout n > 1. 
Soit 
. . . -+@,-+@Jn-*+.-* -*@,+Z+O 
une r-resolution libre de Z (qui est aussi une Z-resolution lire de Z). Les 
complexes 
et 
... +Homr(@,,A’)-+ Hom,(@,+,,A’)+ ... 
sont isomorphes (Lemme 11.8). 11s ont done memes modules d’homologie. 
D’ou 
H”(T, A) = Ext;(A’) = 0 pour n> 1, Z &ant Z-libre. 
II. 10. PROPOSITION. Soit A un r-module. Nous avons une suite exacte de 
r-modules 
O-A&B&C-O 
oli B est r-rkgulier. 
On prend B = nypr A,avec A,=A pour tout yet C=n,,,A,. Alors B 
est un r-module r-regulier par l’axtion 
Y’ * (aJyer = (ay+yr)ysry 
et C est un r-module par l’action 
et 
Y’ * (ah = (a,,,, -Y * ayr>,,o si y’ z 0 
0 * Wr+o = (aJy,,. 
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Les morphismes 2 et ,U sont respectivement don& par 
A@> = (Y * alyET et PK~y),d-I = @y-Y * ao)y,o. 
Les verifications sont simples. 
11.11. PROPOSITION. Pour tout j (0 < j < g) il existe un r(j)-module A’j’ 
tel que la m8me construction d’une suite exacte de r”‘-modules 
O+A(j)&B - (j) b(j) c”’ - 0 
donne un module B”’ Pgal ci B. Et done le r-module B de la proposition 11.10 
est aussi un r’j’-module r”‘-rbgulier. 
II. 12. Preuve. Pour yj appartenant a r(j) on pose 
H(Yj) = 
I I 




A?= n A, et A (A = A (3 0 . 
wuyi’ 
Pour tout yj nous avons 
card H(yj) = np . . . nppj+, = egmj = Card H(0) 
et done 
A (f) = A bj) = A (j) 
?I 
La construction de la suite exacte donne alors 
B(j)= rJA::‘= rrI,) ( 
I 
rI 4) = rI%=B 
Y-=(y/’ ycr 
et l’action de r(j) sur B(j) est exactement celle like a l’action de r sur B. 
11.13. THBORI~ME. Pour tout r-module A, il existe un r-module C tel que 
pour tout n > 2-et pour tout j tel que 0 < j < g- 
H-1(r(j), q = fp(p A) 3 * 
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La suite exacte de r-modules de la proposition 11.10 est aussi une suite 
exacte de T(j)-modules. Nous avons alors une suite exacte 
Les propositions II.1 1 et II.9 disent alors que H”(P), B) = 0 pour tout 
n > 1; d’oti le resultat. 
11.14. LEMME. Soit A un r-module et B le r-module r-rigulier dkfini 
duns la proposition II. 10. Alors, pour j tel que 1 < j < g, Brcj’ est un r/r(j)- 
module rkgulier et H”(T/T(j’, Br”‘) = 0 pour tout n. 
La notion de regularite utilisee ici est celle relative au cas des groupes finis 
131. 
11 vient sans ma1 
Br = {(a&. 1 ay= a, pour tout y de r) 
(i.e., Br est la diagonale de B) et 
B “j’ = {(aJ,,r I ay= +,,,. 
pour tout yj de r(j) et tout y de H(y,) }. 
Nous avons bien siir Br c Br’j’ et nous obtenons un isomorphisme ntre 
Brcj’ et n,,Er,rC,) (A * Br) en faisant correspondre h (aJyer appartenant a 
B ‘“) l’eliment 
[(A g’**“‘g-j+l) * aZf=p-j+,*i4il(~r,...,ln-j+,)ET/rU’. 
Done Brc” est un r/r(j)-module regulier et H”(r/r(j), Br’j’) = 0 (voir [ 3 1). 
II. 15. TH~OR~ME. Soit A un r-module et j un entier tel que 1 < j < g. 
Supposons que pour un entier n (n > 1) nous avons 
Hm(rcj), A) = 0 pour 1 (m < n - 1. 
Alors la suite &inflation-restriction au rang n 
0 - Hyrpj), ~r’j)) inC Hyr, A) J% H”(r”’ A) 7 
est exacte. 
Grace au lemme il suffit de recopier la demonstration du thtoreme 
analogue dans le cas des groupes finis [3]. 
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11.16. COROLLAIRE. Soit A un r-module tel que H’(T”‘, A) = 
H’(T@‘, A) = 0. Alors H”(T ‘j’, A) = 0 pour tout j de 0 ci g et tout n dans IN 
(i.e., A est cohomologiquement trivial). 
Now avons que T’g) = N est un monoi’de libre engendre par un seul 
element et done Hn(T@), A) = 0 pour tout n > 2 [2]. 
L’hypothese H’(T @), A) = 0 permet alors de dire, en utilisant le theoreme 
II. 15 pour T(j), que pour tout n 2 1 la suite d’inflation-restriction 
0 - Hn(p/p), Arca’) inf H”(p), A) + H”(r’g), A) 
est exacte et que d’autre part elle se termine par 0. 
Par ailleurs, Ar”’ = H”(T’g’, A) = 0 et done, pour n > 1, 
H”(T’j), A) cy H”(r”‘/@, A r’8’) = H”(T’j)/T’g), 0) = 0, 
De plus, 
Hop, A ) = A r’j’ c A rep’ = 0. 
II. 17. 
La mtme demonstration prouve que si A est tel que H”(T’jO), A) = 0 pour 
tout n dans IN, alors H”(I’ ‘j’, A) = 0 pour tout n dans N et tout j tel que 0 < 
.i<.i,. 
III. COHOMOLOGIE D'UN SEMI-GROUPE DANS Z 
111.1. Action d’un semi-groupe sur Z 
Le semi-groupe r est quelconque (et done pas necessairement libre). Alors 





pour tout a et tout a’ dans Z, tout y et tout y’ dans K On diduit aisement de 
(2) we 
y*a=a(y* 1) .pour tout a E Z et tout yE r. 
Si l’on delinit une fonction (o de r dans Z par 
P(Y) = Y * 1, 
SEMI-GROUPES D'ENTIERS 9 
on en tire alors facilement au moyen de (1) que pour tout y et tout y’ 
P(Y + r’> = P(Y) rpw 
Dans le cas ou ~(7) # 0 pour tout y de r, l’utilisation de la fonction 
Log 1 p(y)1 permet alors de voir apres des calculs elementaires qu’il existe b 
dans Z * tel que q(y) = by et done y * a = bYa. 
S’il existe y0 tel que cp(yJ = 0, nous avons necessairement y0 # 0 car 
~(0) = 1. 11 vient alors pour tout y # 0 
[ulbJ>l’” = dYoY) = MJo)lY= oy= 0. 
D’ou q(y) = 0. Finalement y * a = 0 pour y # 0. D’oti la 
PROPOSITION. Toute action de r sur Z s’krit 
y*a=abY pourun bEE*, 
ou y*a=Opour y#O, O*a=a. 
Pour simplifier nous dirons dans la suite que la deuxieme cas correspond a 
b = -co. Nous parlerons aussi d’action “sp&iale.” 
111.2. Cafcuf de H”(T, Z) 
Compte tenu de H”(T, E) = Zr, il est immediat que 
HO(z-, rn) = 0, si b# 1 (ycomprisb=-co), 
= z, si b=l. 
111.3. Calcul de H’(T, Z) 
PROPOSITION. Nous auons 
H’(I-,Z)=Z/lb- l/E si bE Z*, 
=o si b=-ao. 
(1) Casoli b=-co. Un homomorphisme croise est une application f de 
r darts Z telle que 
f(r + Y’> = f(r) pour tout y # 0 et tout y’. 
L’application f est done constante sur r prive de 0. D’autre part f(0) = 0. 
Un homomorphisme croisl principal est tel qu’il existe a E Z et f(y) = 
y*a--a pour tout YET. D’otif(y)=-a si y#O etf(O)=a-a=O. La 
propriete suit. 
10 P.CARBONNE 
(2) Cm 02 b= 1. Un homomorphisme croise verifie 
f(Y + Y’> = f(r) + f(r’> pour tout y et tout y’ de r. 
D’oiS(y) = ky pour un k appartenant a Q. fitant donne quef(r) appartient a 
Z et qu’il y a dans r deux nombres premiers entre eux, en fait k appartient 
i Z. Le seul homomorphisme croise principal est 0. Done 
H’(z-, E) = n. 
(3) Cm ozi bf 1. Un homomorphisme croise verilie 
f(r + Y’) = VW) + f(r) pour tout y et tout y’ dans r. 
On en deduit que pour tout entier positif et tout y # 0 
f(ny) = g+ f(r). 
En prenant n = y’ # 0, on en deduit qu’il existe k dans Q tel que, pour tout 
y dans r, 
J-(Y) = k(bY - 1) (relation vraie meme si y est nul carf(0) = 0). 
Le denominateur de k divise tous les by- 1 car f(r) est entier. Comme r 
contient deux nombres premiers entre eux, ce denominateur divise b - 1 et 
fW=&(b’- 1) avec x dans H. 
Rtciproquement, cette formule dtlinit pour tout x un homomorphisme 
croisi. Les homomorphismes croises principaux sont de la forme 
f(r) = my- 1) avec a dans Z. 
La propriete suit. 
(4) Dans le cas oli b# --co. Alors H’(T, Z) = 0 revient a dire que 
lb-lI=letdoncb=2(vuqueb#O). 
111.4. Calcul de H”(I’, 6) pour l’action spPciale (i.e., b = -a~) dans le cas oti 
r est libre 
111.4.1. PROPOSITION. Si r est un semi-groupe libre agissant sur Z de 
faGon sp&iale, Z est cohomologiquement rivial. Cest-&dire 
H"(P, Z) = 0 pour tout n duns N et 0 < j < g. 
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L’action de Tcg) sur Z est aussi une action sptciale et done, par III.2 et 
111.3, 
HO(P), Z) = H’(P), Z) = 0. 
Le theoreme II.16 donne alors le resultat. 
111.4.2. 
Cette proposition exprime une propriG combinatoire deT. Elle dit que 
pour toute application f de F’ dans Z telle que 
f(Y 1-Yn)= s (-l)n-pf(Y1,...,l/p-I,Yp+Yp+1rYp+2,...,Yn+,) 
p=1 
et 
pour tout y, # 0 et tous y2,..., yp 
f(OT Y 2Y”rYn)’ 2 (-~)n-pf(0,Y2~...~Yp-lI,p+Yp+l,Yp+2,”’~Yn+I) 
p=2 
pour tow y2,..., y, 
il existe une fonction v, de I-“-’ dans Z relle que 
n-1 
f(r , ,***, Y > = s (-ljP V(Y I~“‘~Yp-I~Yp+Yp+l~Ypt2~“‘~ YJ 
p=l 
+ C-1)” P(Y~,-.., Y,-,I pour yI f 0, 
et 
n-1 
.f-P~ Y 2,“‘, Yb) = s (-ljP 0, Yz,...,Yp-,,Yp+Yp+,,Yp+2,..., YJ 
p=2 
+ C-1)” rp(O, Y2,..., Y,-,> 
111.4.3. 
Si Pon ne suppose plus r libre on peut examiner ce probleme par des 
calculs directs. Pour n = 2 et 3 la rlponse est positive; c’est-a-dire que nous 
avons H2(I’, Z) = H3(I’, Z) = 0 pour I’action sptkiale de r sur Z. 
Pour n = 2 on obtient rp en choisissant P(/?~) arbitrairement et en posant 
ensuite 
v(O) = f (07 WY 
v(Bo + Y) = rp@oo> - f @II 3 Y> pour tout y dans r, 
rp(Y)=fi@o) -f(Po, Y> -t f(Y,BoO pour tout y # 0 
qui n’est pas dans & t r. 
On virilie facilement les formules (a). 
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Pour n = 3 nous notons D = (y # 0 1 y & p,, + T} (D est fini). On se fixe 
ensuite arbitrairement la valeur de o sur 
(1) uzl x r2 
(2) V&,-,&l x P u’ (01 u’ V$,>~ 
(3) i(O9 (91. 
La formule 
donne alors, grace aux valeurs choisies en (l), a, sur (fiO + r) X r. 
Si- y appartient i D, il existe j E {l,..., g} et y” E D U (0) tels que 
y =/Ii + y”. Si y” + y’ E D U {O}, on detinit alors q(y, y’), grace aux valeurs 
choisies en (2), par la formule 
P(Yl 7’) = P(P, + Y”, Y’) = V(PjY 7” + 7’) - V<PjY 7”) - .f(@j3 Y”? 7’). 
Si y” + y’ fZ D U (O}, on peut Ccrire y” + y’ = j?,, + y, et alors on definit 
&I, y’), grace aux valeurs choisies en (1) et en (2), par la formule 
Entin on obtient cp sur (0) X r par la formule 
rp(O, Y) = vJ(O, 0) + j-(0, CAY>. 
La verification des formules (a) ntcessite alors quelques calculs. 
Pour n > 4 cette technique mene a des calculs inextricables. 
Note additionnelle. Notons (pour I &j < g): 
fj est en fait le semi-groupe engendri: par TV 3 .. Uf”‘. Un rtsultat d’Angermiiller 
(lemme 1.2.4) [4] dit que tout y appartenant B r s’krit, d’une manikre unique, sous la forme: 
i=-+d,&, avec 
zl 
0 < lli < ni pour i de 1 B g; 
I, &ant lui un entier non-ntcessairement positif. 
On vkritie immkdiatement que: 
rj= Y 
1 I e8-j 
yEretli=Opourg-j+ l<i<g 
I 
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avec les notations introduites. A partir de la on peut difinir le groupe fini quotient de r par 
rj, que nous noterons r/r,. Pour ce faire, on pro&de comme pour dtlinir le groupe quotient 
r/r” dans le cas ou r est libre. Tous les rbsultats itablis se transposent aussitot et nous 
avons done une thiorie de la cohomologie des semi-groups d’entiers (sans I’hypothese 
restrictive “libres”). 
En particulier on peut rbpondre positivement au probleme laisse ouvert: L est cohomologi- 
quement rivial pour I’action “spiciale” de tout semi-groupe r, libre ou non, sur L. Si r est 
libre, rj = Yu’ pour tout j. On retrouve done ce qui avait eti ecrit. 
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